Kapitel 1

1 Transitionssysteme und Verifikation

1.1 'Transitionssysteme .

1.2 Produkte von Transitionssystemen

1.3 Automaten und reguldre Sprachen

zentrale Begriffe des Kapitels
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abdedfac € AS(TS)

acgiabdededf € L(TS)

Aktions-Sequenzen.

o AS(TS,S)) :={w e A* | 351 € 81,5, € S : 51 — s} als Menge
der von S aus in T'S moglichen Aktionsfolgen und

o AS(TS) := AS(TS, S) als Aktionsfolgenmenge von T'S definiert.

Finale Aktions-Sequenzen.

o FS(TS) = {w € A* | ds; € Syls] € SF‘: s1 — sy} ist die

terminale Aktionsfolgenmenge von T'S. Diese Menge heifst oft auch

akzeptable Aktionsfolgenmenge oder
als L(TS) bezeichnet.

magliche (terminale) ARtionsfolgen: Sprache

akzeptierte Sprache

EA(TS)

und wird




Prisenzaufgabe 1.1:

1. Wir wissen aus FGI-1, dass es zu jedem NFA A einen DFA B mit L(A) = L(B) gibt. Kann
man B aus A berechnen? Wenn ja, wie?

Losung: Potenzautomatenkonstruktion.

3. Konstruiere den Potenzautomaten fiir folgenden NFA:
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Priasenzaufgabe 1.2: Seien A und B zwei NFA.

1. Gib eine Konstruktionsvorschrift fiir einen NFA C40p an, fiir den L(C4op5) = L(A) o L(B)
gilt. (Hierbei ist AoB das Komplexprodukt, das durch elementweise Konkatenation entsteht.)

Losung: O.B.d.A. seien A und B DFA mit disjunkten Zustandsmengen. C4 g entsteht, indem
wir von jedem Endzustand von A mit € zu dem Initialzustand von B verbinden. Die Endzustande
sind die von von B. der Initialzustand ist der von A.
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Prisenzaufgabe 2.1: Betrachte das unendliche Transitionssystem TS

_ ~
C Cc
A 4 h 4

1. Bestimme L(T5)!

Losung: Esist L(TS) = {a"cb" | n € N}

2. Ist L(TS) regular?

3. Kann es ein endliches TS geben, dass L(TS) akzeptiert?

Losung: Da L(TS) nicht regular ist, folgt aus Satz 1.17 a), dass es kein endliches TS geben
kann, das die Sprache akzeptiert.




Prisenzaufgabe 2.1: Betrachte das unendliche Transitionssystem TS

a a
1 2n+1 -
\ 4

D - )

1. Bestimme L(T5)!

Losung: Esist L(7TS) = {a"cb" | n € N}

4. Wir definieren die Etikettenfunktion F4 : A — X U {e} durch E4(a) = E4(b) = Ea(c) = d.
Bestimme E4(T5)!

Losung: Esist Eo(TS) = {d*"*! | n € N}.

5. Ist EA(TS) fiir obiges E 4 regular? Steht dies im Widerspruch zu vorherigen Resultaten?

Losung: FEA(TS) ist eine regulire Menge, sie kann durch den reguldren Ausdruck (dd)*d
beschrieben werden.




Sprachen unendlicher Folgen/W orter

sei1 AY die Menge der unendlichen

Folgen von Zeichen aus A

w € AY wird als w = apaias -+ dargestellt.

L(TS) infinite(w) := {a € A|la kommt in w unendlich oft vor}

[¥(T8) = ?
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w = apaias - - Pfad sg

infinite(sgsis3---)NSY £0 o W akzeptabel

die von TS akzeptierte. W-Sprache

[¥(TS) = ?
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abdededf (acgi)®
e LY(TS)

abdedede f (acgi)¥
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1. Bestimme L(7S)!

Losung: L(TS) = (acd*c+ bad)*(a + ba)
. Bestimme L¥(T5)!

Losung: L“(TS) = (acd*c+ bad)®

. Angenommen 2, sei nicht mehr Endzustand und sei 7'S’ das resultierende TS. Bestimme
dann die resultierende Sprache L¥(TS")!

Losung: L“(TS') = ((bad)* - acd*c)®

(Die obere Schleife muss unendlich oft auftreten, um 23 unendlich oft zu besuchen. Die untere
Schleife zpz122 kann sowohl endlich als auch unendlich oft auftreten. Eine unendliche Wiederho-
lung der unteren Schleife wird aber nur akzeptiert, wenn auch die obere Schleife mit Endzustand
23 unendlich oft dazwischen auftritt.)




4. Gib ein TS mit L¥(TS) = (a(b+ ¢))* + (bd*c)*¥ an!

Losung: Zwei Alternativen:

b,c

Die rechte Losung besitzt nur einen Startzustand und ist daher etwas komplizierter als die linke.




zuriick zu Sprachen endlicher Folgen/W orter

Zwetr Transitionssysteme

15 (Sl,A,tfl“l,S?)

TSl (Sl,A,trl,S?)

Jfolgendquivalent®,  falls

TSl ~ AS TSQ <= AS(TSl) — AS(TSQ)
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Abbildung 1.4: Zwei folgenédquivalente Transitionssysteme

Definition 1.7 Gegeben seien fir i € {1,2} zwei Transitionssysteme
TS; = (8;, A, tr;, 89, SF) mit Endzustinden (und der gleichen Aktions-

menge A) . Fine (aktionsbasierte) Bisimulation| fir (T'S1,TS2) ist eine
bindre Relation B C S1 X S, fiir die folgendes gilt:

a) Vso € SY Irg € SY : (s9,79) € B
Vro € Sg dsg € S(l) : (SQ,’I“()) eB

¢) Y(s,r)eB:se ST «re s
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Abbildung 1.4: Zwei folgenédquivalente Transitionssysteme

Definition 1.7 Gegeben seien fiir i (= {1,2} zwei Transitionssysteme
TS; = (8;, A, tr;, 89, 8F) mit Endzustinden (und der gleichen Aktions-

menge A)°. Eine (aktionsbasierte)|Bisimulation| fiir (T'S1,TSs) ist eine
bindre Relation B C S1 X S, fiir die folgendes gilt:

b) Fiir alle @gilt:

S1 il So = dre € So : 11 ﬁ>2 7“2/\(82,7“2) cB

71 ig r9 = ds9 € 51 : 81 il 82/\(82,7“2) ch
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TS, und TSy heiffen bisimilar (in Zeichen TS, <« T'S3) falls eine sot-

che Bisimulationsrelation B existiert. Zustinde mit (s,r) € B heiffen
bisimilar (in Zeichen s < r).
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Abbildung 1.5: Zwei bisimilare Transitionssysteme

a)
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Prisenzaufgabe 2.2: Priifen Sie, ob die folgenden Transitionssysteme bisimilar sind. Geben
Sie die Bisimulationsrelation explizit an.

Lo6sung:

1. Es bietet sich die folgende Relation an:

{(ph (J1), (p2, 612), (p3, (13), (p4, (J4), (pS, 6]5), (p5, CIS), (p6, (J9), (I?5, Q6)7 (p6, 617)}

Einziger Nachteil: Das Paar (ps,gs5), denn nur einer ist Endzustand. Diese Relation eignet sich
also nicht als Bisimulation. Es ist aber zu begriinden, dass keine einzige Bisimulationsrelation

existiert.

Anderer Ansatz: Die beiden Transitionssysteme sind nicht akzeptanziquivalent (links gibt es die
terminale Aktionsfolge ab, rechts nicht). GemaB Satz 1.8 kdnnen nicht akzeptanziquivalente TS

auch nicht bisimilar sein.




2. Dies ist der Klassiker fiir nicht bisimilare TS. Die Begriindung lauft iiber die Eigenschaften aus
Def. 1.7:

e Aus Bedingung a) folgt, dass das Paar (p1,q1) in B enthalten sein muss (zu jedem Start-
zustand ist ein Partner erforderlich, der ebenfalls Startzustand ist).

e Wenn (p1,q1) € B, dann muss gemaB Bedingung b) auch (p2,q2) € B und (p2,q3) € B
gelten.

e Beide Paare verletzen jeweils Bedingung b), denn in py ist Aktion b moglich, zu welcher
g2 keine Entsprechung hat. Ebenso ist in po die Aktion ¢ moglich, welche in g3 keine
Entsprechung hat.

3. Die beiden TS sind trotz der strukturellen Ahnlichkeit zu Teil 2 bisimilar, da die jeweils 2. Aktion
gleich ist. B = {(p1,q1), (p2.92), (P2,43), (P3,94), (P3,45), (P4, q4), (P4, 45) }




Satz 1.8 Wenn zwei Transitionssysteme T'S; = (S;, A, tr;, SY, SiF ) mit Endzustinden (und der

gleichen” Aktionsmenge A und i € {1,2})|bisimilar |sind, dann sind sie auch|akzeptanziquiva-
lent, aber nicht umgekehrt,

d.h.:|T'S} fond TSy |= |T'S7 ~f, TSQ).

zum Bewers: ~vollstindige Induktion iiber die Wortlinge
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Abbildung 1.5: Zwei bisimilare Transitionssysteme
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Satz 1.8 Wenn zwei Transitionssysteme T'S; = (S;, A, tr;, SY, SiF ) mit Endzustinden (und der

gleichen” Aktionsmenge A und i € {1,2})|bisimilar |sind, dann sind sie auch|akzeptanziquiva-
lent, aber nicht umgekehrt,

d.h.:|T'S} fond TSy |= |T'S7 ~f, TSQ).
e
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Zwei |bisimﬂare Transitionssysteme
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Abbildung 1.5:




Ubungsaufgabe 2.4: Priifen Sie fiir alle Zweierkombination der folgenden drei Transitionssy-
steme, ob diese bisimilar sind. Geben Sie die Bisimulationsrelation explizit an und weisen Sie nach,
dass die relationierten Zustdnde die Definition der Bisimulation erfiillen.

(Sie konnen sich Arbeit sparen, wenn sie beachten, dass folgende Symmetrie gilt: TS; < TS5
impliziert TS, < TS1.)




Ubungsaufgabe 2.4: Priifen Sie fiir alle Zweierkombination der folgenden drei Transitionssy-
steme, ob diese bisimilar sind. Geben Sie die Bisimulationsrelation explizit an und weisen Sie nach,
dass die relationierten Zustdnde die Definition der Bisimulation erfiillen.

(Sie konnen sich Arbeit sparen, wenn sie beachten, dass folgende Symmetrie gilt: TS; < TS5
impliziert TS, < TS1.)
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1.2 Produkte von Transitionssystemen
c) Nachrichten-Synchronisation

TS TS,

Sender Empfinger

Sync = {(a,a2),(c1,¢2)}

v(ai,az) =a, y(ci,c2)=c
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1.2 Produkte von Transitionssystemen
c) Nachrichten-Synchronisation

TS TS,

Sender Empfinger

Sync = {(a,a2),(c1,¢2)}

waraz) = a, y(cic2)=c}
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c) Nachrichten-Synchronisation

TS, —>| I TS

Sender Empfinger

Sync = {(a,a2),(c1,¢2)}

waraz) = a, y(cic2)=c}
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15, 15,

Definition 1.9 Gegeben seien zweir Transitionssysteme TS5; =
(8;, Ai, tri, 8P, 8F) (i € {1,2}) (mit nicht notwendig gleichen Aktions-
mengen A;). Das Produkttransitionssystem von T'S| und T'Ss wird als
Transitionssystem

TS5 &y TS, = (Sl X SollA1 U Ay U A%CLtTB,S? X Sg,Sf X Sg,’)/)
definiert, wobei A 9

a) Sync C Ay X A eine Synchronisations-Relation,

b) v : Sync — Az eine Abbildung von Sync in ein Kommunikations-
alphabet’ Az ist und

Die Kommunikationsabbildung ~ ist optional.

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap 1: Transitionssysteme und Verifikation (1éil 1) Seite 25



Transitionen

durch  Regeln
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ai a9
§1 —1 82, T1 —27T2, (alaaQ) € Sync

Regel Sy3: Kommunikation

(81, 7“1) (ﬂ? (52, 7“2)

) G
oder
D,

TS;3
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P s, a1 & pri(Sync), r € S,

(517 T) ﬂ>3 (827 T)

Regel Syl: Erste Komponente

TS @——@

ail
-
e~ o # @D

TS;3

a1 ¢ pri(Sync)
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il
5 i B 5 T ro(Sync 8 S
Regel Sy2: Zweite Komponente 1 —2 12, 02 ¢ 2(91 2(Sync) 1

(8,7“1) —2>3 ( 7fr2)
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Présenzaufgabe 1.2: Produkte

. Bestimme L(7S7) und L(TS5).

. Konstruiere den Produktautomaten 7'S; ® TS im Sinne von Satz 1.18, d.h. fiir Sync =
ida ={(z,z) | x € A}.

. Bestimme L3 = L(TS1 ® TS>)
. Vergleiche L3 mit L(TS1) N L(TS>).

Losung: Esist L(TS1) = a(b+ ¢)*b" und L(TS2) = (ab)*c(b + ¢)*c(a + b)*.

Das folgende TS stellt den Produktautomaten 7'S; ® TSs dar, wobei wir v mit vy(x,x) = x genutzt
haben.




Prasenzaufgabe 1.2: Produkte

. Bestimme L(7S1) und L(TS2).

. Konstruiere den Produktautomaten 7'S; ® TS9 im Sinne von Satz 1.18, d.h. fiir Sync =
idga ={(z,x) | z € A}.

. Bestimme L3 = L(TS, ® TS5>)
. Vergleiche Ls mit L(TS1) N L(TS2).

Losung: Esist L(TS1) = a(b+ ¢)*b™ und L(TS2) = (ab)*c(b + ¢)*c(a + b)*.

Das folgende TS stellt den Produktautomaten 7'S; ® TS, dar, wobei wir v mit v(z,z) = x genutzt
haben.

Es ist L3 = abe(b+ ¢)*eb™.

Im Falle der Synchronisationmenge Sync = {(z,x) | x € A} gilt stets L(TS51 @gyne T'S2) = L(TS1)N
L(TS5).




Y. = 1g Bt

{a+b}2* + {a+b{a+b)}E"

{a+b}(X" + {a+b}X") v+

: /

Menge aller Worter iiber Y3, die mindestens ein Zeichen enthalten.




w-reguldre Ausdriicke

[¥(TS) = knd(ed)* fC¥ +
kmg(hg)*iC¥ + jC¥
L(TS) =(a(bd(ed)* f + cg(hg)*i))*
= ()




L¥(TS) = knd(ed)* fC¥ + kmg(hg)*iC¥
Definition 1.15 +7 (¥

W = 109+ Qy € 2°
u = biby - € 2%

WU = a1a9 - - @pb1by - € 2%

W.-U:={w-ulwe W,ueU} CX¥
W oy 1)CyY

WY i {w1 W9 -w3°°°|w7; - W\{é},i > 1}

w-Abschluss
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L¥(TS) = knd(ed)* fC¥ + kmg(hg)*iC¥
+7 (W

G:A1°BT+°°'+An°B%

Mg = Ma, - Mg U---UMy, - MY .

w-reguldre Menge
W - rationale

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap 1: Transitionssysteme und Veriftkation (el 1)



,Kleene-Star*

Satz 1.17 a) Die durch endliche Transitionssysteme TS =
(8,%,tr, SY, S¥) akzeptierten Sprachen L(TS) sind genau
die requldren Sprachen tiber X. Satz von Kleene

b) Die durch endliche Transitionssysteme T'S = (S, %, tr, SV, S¥) ak-
zeptierten w-Sprachen L¥(TS) sind genau die w-requldren Spra-

chen tiber ..

L¥(TS) = c*ab(b™ + bc*ab)®
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4. Gib zwei endliche TS fiir i = 1,2 mit 7'S; = (S, 4, tr, S°, SF) und |SF| = 1 an, die sich nur
in der Wahl ihres Endzustandes unterscheiden und verschiedene w-Sprachen besitzen.

Losung: Das Hinzufiigen einer a-Schleife zum Beispiel aus der Aufgabenstellung reicht aus:

Hier ist L¥(T'S1) = (a + ab)¥ und L¥(T'S3) = a™*(ba™)“. Die erste Sprache enthilt das Wort

a”, die zweite nicht.




,Produkt - Automat”
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Produkt-Transitionssystem fiir Durchschnitt.

Satz 1.18 Gegeben seien fiir i € {1,2} zwei Transitionssysteme T'S; =
(SZ,AZ,tn,SO SF ) mit Endzustinden. Dann kénnen Transitionssyteme
T'S3 und TSy ejj”ektw konstruiert werden, die den Durchschnitt der ak-

zeptierten Sprachen akzeptieren:

CL) L(TSg) = L(TSl) M L(TSQ)

a) Wir definieren 7'S3 als das Transitionssystem 7'S7 ®gyne 17'S2 mit
Sync = {(a,a)la € A3 N A} und y(a,a) = a fiir a € A; N Ay und

streichen alle Transitionen (s1,71) — (82,72) mit a ¢ A; N Ao, d.h. bei

der Produktdefinition von Definition 1.9 auf Seite 10 kommt nur die
Regel Sy3 zur Anwendung.
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Produkttransitionssystem fiir Durchschnittbildung

Satz 1.18 Gegeben seien fiir i € {1,2} zwei Transitionssysteme T'S; =
(SZ,AZ,tm,SO SF ) mit Endzustinden. Dann kénnen Transitionssyteme

T'S3 und TSy ejj”ektw konstruiert werden, die den Durchschnitt der ak-
zeptierten Sprachen akzeptieren:

TS, Q’ TS, 9
a) L(TSs) = L(TS1) N L(TS5) g

P2

w € L(T'S1) N L(T'Sy) W = a1a9 - ap.
aba
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Produkttransitionssystem fiir Durchschnittbildung

Satz 1.18 Gegeben seien fiir i € {1,2} zwei Transitionssysteme T'S; =
(S;, A;, tr;, S,?, S,L-F ) mit Endzustinden. Dann kénnen Transitionssyteme
T'S3 und TSy effektiv konstruiert werden, die den Durchschnitt der ak-
zeptierten Sprachen akzeptieren: - P

1

CL) L(TSg) = L(TSl) M L(TSQ)

A al a9 An
Bo)—21 81 —21 82+ Spt

a9 an
Tro)og 11 —Dp g Tpop —

(30570))—3 (s1,71) —>3 (82,72) -
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Prisenzaufgabe 4.1:

1. Konstruiere ein TS, dass folgende w-Sprache akzeptiert:
(a+b)*a”

2. Konstruiere ein T'S, dass folgende w-Sprache akzeptiert:

a*(a+ b)*

3. Konstruiere das Produkt 79, aus Satz 1.18 fiir diese beiden TS.




Produkttransitionssystem fiir Durchschnittbildung

Satz 1.18 Gegeben seien fiir i € {1,2} zwei Transitionssysteme T'S; =
(S;, A;, tr;, S,?, SiF ) mit Endzustinden. Dann kénnen Transitionssyteme

TS3 und T'S, effektiv konstruiert werden, die den Durchschnitt der ak-
zeptierten Sprachen akzeptieren:

CL) L(TSS) = L(TSl) M L(TSQ)

w - L(TSl) f L(TSQ)

/\ ai a9
@

a2
A‘Hz 'y 12

—1>3 (s1,71) —>3 (s2,72) -
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Produkttransitionssystem fiir Durchschnittbildung

Satz 1.18 Gegeben seien fiir i € {1,2} zwei Transitionssysteme T'S; =
(S;, A;, tr;, S,?, S,L-F ) mit Endzustinden. Dann kénnen Transitionssyteme
T'S3 und TSy effektiv konstruiert werden, die den Durchschnitt der ak-

zeptierten Sprachen akzeptieren:
a) L(TS3) = L(TS) N L(TSs) b) L¥Y(TSy) = L¥(TS1) N L¥(TS,).

w € L(T'S1) N L(T'S,) W = a1a9 - - ap,

"1 81 a2>1°"8n—1 an>1—>1
az n
Tro)y 11 —S9 72+ '@1

—>3 817T1) _>3 (827T2)
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Produkttransitionssystem fiir Durchschnittbildung

Satz 1.18 Gegeben seien fiir i € {1,2} zwei Transitionssysteme T'S; =
(S;, A;, tr;, S,?, S,L-F ) mit Endzustinden. Dann kénnen Transitionssyteme
T'S3 und TSy effektiv konstruiert werden, die den Durchschnitt der ak-

zeptierten Sprachen akzeptieren:
a) L(TS3) = L(T'S1) N L(TS2) b) L¥Y(TSy) = L¥(TS1) N L¥(TS,).

w = L TSl) M L(TSQ) w = a1a2 - - an.

a?
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Formal definieren wir T'Sy = (Sy, A1 N Ag, try, S$, S5 ) durch

a) S1={(s,7,9)l(s,) € S3{q € {1,2})

2 fallsqzl/\SESf

b) (s,r,—a+4 (s’,fr’, = (s,r) —3 (s',7) /\@:z 1 fallsq:2/\7“ES£

q sonst

c) 89 :={(s,r{1)l(s,7) € 8§ = S x )

d) 8f = {(s,1{1)ls € 5F)
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Prisenzaufgabe 4.1:

1. Konstruiere ein TS, dass folgende w-Sprache akzeptiert:
(a+b)*a”

2. Konstruiere ein T'S, dass folgende w-Sprache akzeptiert:

a*(a+ b)*

3. Konstruiere das Produkt 79, aus Satz 1.18 fiir diese beiden TS.




Model-Checking

Verifikation eines Systems

System- Syste?n- |
Verbalten. Spezifikation.
L(TSsys) € L(TSspec)
(T'Ssys) S L*(TSspec).

(temporal-)logische Formel | Bhoc
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1008 ) C L(TS..)

R\Q

PCc@Q & Pn(R\Q) =10

L(T'Ssys) N (A'\L(T'Sspec)) = 0

AT Saus) OV (AINEEAT Sipec)) =1

fspec

_ﬂ

_‘f Spec
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Klausurtermine (ohne Gewahr)

e 1. Klausur: 01.03.2011,9.30 - 11.30, Audi 1 (Achtung! Zeit gedndert!)
e 2. Klausur: 01.04.2011,9.30 - 11.30, ESA B (Achtung! Zeit gedndert!)

Zur Vorbereitung auf die Klausuren werden Repetitorien angeboten.
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